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Anmerkungen zu Folgen und Reihen

- Definition einer Folge

Ordnet man jeder natirlichen Zakleine Zahla, zu, so bildet die Aneinanderreihung
diesera, eine (endliche) Zahlenfolge. Wir schreiben sig alg.
Die a, hei3en Glieder der Folgk, heil3t Index des Folgengliedas.

- Arten von Folgen

a) Arithmetische Folgen:

Arithmetische Folgen (erster Ordnung) sind Zatdigren, bei denen die Differenz
zweier aufeinander folgender Glieder konstant ist.

Allgemeines Glied

a,,, —a, =d =konst,furallens N

Bildungsgesetzur Berechnung des n-ten Gliedes:

a,=a +(n-1) Lal

b) Geometrische Folgen:

Geometrische Folgen sind Zahlenfolgen, bei deleerQuotienty zweier aufeinander
folgender Glieder konstant ist.

Allgemeines Glied

a .
-1 = q=konst,furallens N
a

n

Bildungsgesetzur Berechnung des n-ten Gliedes:

a, =a "



c) Alternierende Folgen:

Alternierende Folgen sind Zahlenfolgen, die vohe& zu Glied das Vorzeichen
wechseln.

d) Die harmonische Folge

Die Folge[a, | mit a, :% heil3t die harmonische Folge. Im Gegensatz zu dderan

Arten von Folgen gibt es also nur eine harmoniseabige.

- Eigenschaften von Folgen

a) beschrankte und unbeschrankte Folgen:

Eine Zahlenfolge[ak] hei3t nach unterfnach oben) beschrankt, wenn fur alle
Folgenglieder gilta, >c =cons. (a, <c =const.)

¢ heil3t unter¢obere) Schranke.

Eine nach oben und unten beschrankte Folge begghrankt.

b) monotone, streng-monotone und nicht monotone Fgén:

Gilt fur [a, ]: a, <ay.,, fur alleke N, so heiRt die Folge streng monoton wachsend.
Gilt fur [a, ]: a, >ay., fur alleke N, so heilt die Folge streng monoton fallend.

Ist zwischen zwei aufeinander folgenden Folgegiie daneben auch die Gleichheit
zugelassen, so entfallt jeweils das Wort "streng".

Eine Folge, die keine dieser Bedingungen erfiglitnicht-monoton.

¢) Haufungspunkt(e) einer Folge:

Gibt es fur jedes noch so kleire> 0 unendlich viele Glieder der Folde, | mit a,
aus dem Intervalla — &; a + &), so heil3ta Haufungspunkt der Folge.

d) Grenzwert einer Folge:

Gibt es fir jedes noch so kleige- 0 nur endlich viele Glieder der Folda, | mit a,
nicht aus dem Intervalla — ¢; a+ &), so heil3ta Grenzwert der Folge.



e) Schlussfolgerung aus c¢) und d):

Der Grenzwert einer Folge ist also stets auchHd@ufungspunkt, ein Haufungspunkt
einer Folge muss jedoch nicht ihr Grenzwert sein.

D. h.: Eine Folge hat hochstens einen Grenzwartn aber mehrere Haufungspunkte
aufweisen.



- Definition einer Reihe:

Werden die ersten Glieder einer Zahlenfolge, | summiert, so heif3t

s=atat+at.ta=) 3
k=1

die n-te Teilsumme (Partialsumme).

« Arten von Reihen:

a) Arithmetische Reihen:

Werden die Glieder einer arithmetischen Folgetléofend vom ersten Glied an)
summiert, so erhalt man eine arithmetische Summe.

Zu bilden ist also die Summe

s, =a +(a, +10) + (a, +20) + (a, +30d) +...+(a, +(n-1) [d)

Als Bildungsgesetz tber die ersten n Glieder ergitdich:

=2 fea, + (n-1 )

Ausgangspunkt / Erklarung /Beweis (dieser Fornseljler Gaul3-Trick:
Zu bilden ist die Summe der ersten hundert natigh Zahlen:

S = 1+ 2+ 3+ 4+.. + 99+ 100
+ S, =100+ 99+ 98+ 97+.. + 2+ 1

2s,,, =101+101+101+101+... + 101+ 101
(die 101 steht jetzt genau 100mal da)

=  2s,,=1000101

_ 1000101
2

Sioo =5050



b) Geometrische Reihen:

Werden die Glieder einer geometrischen Folgetléioiend vom ersten Glied an)
summiert, so erhalt man eine geometrische Summe.

Zu bilden ist also die Summe uber:

s, =& +a g+a @’ +a g +..+a "

Als Bildungsgesetz tber die ersten n Glieder ergilsich:

S e S Sk
s=ab g Tabo,

Um zum Bildungsgesetz zu gelangen, muss
s,=a +ta [f+a g’ +a [0 +..+a, "

mit g multipliziert werden. Dann muss der neu emtdene Ausdruck vom vorstehen-
den abgezogen werden. Das ist zwar beeindruckéxed,ven der Optik her weniger

.pberauschend”. Deshalb wird auf eine optische éhtidion verzichtet.

Dassa, B(% und a, Gll_—q tatsachlich gleich sind, obwohl es zunachst rsoht
q- —-q

aussieht, wird deutlich, wenn einer der Ausdrickie(-1) erweitert wird.
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Aufgaben zu Folgen und Summen

1. Fur eine arithmetische Folge geke: = 37 unda,, =117.
Bestimmen Siea,, d, a,, unds,,.

2. Fur eine geometrische Folge gedtg= 64 unda, = 4G, 96.
Bestimmen Siea,, q, a, unds,.

3. Zehn Zahlen bilden eine arithmetische FolgedaitSumme 255. Die
funfte Zahl ist die 23. Bitte geben Sie dizen Folgenglieder an!

4. Gegeben seien die ersten Glieder einer ge@uetm Folge mit: 5, 10, 20, 40, 80, ...
Bestimmen Sie die Anzahl der Folgengliedex,als Summe 5 115 ergibt.

5. Gegeben seien die ersten Glieder einer ariteaien Folge mit: 5, 10, 15, 20, 25,

Bestimmen Sie die Anzahl der Folgengliede,als Summe 1 050 ergibt.

6. Eine Folge hat das allgemeine Glagd= 2k + 3.
Bestimmen Sie bitte die ersten funf Gliedais dwanzigste Glied und die Summe
der ersten zwanzig Glieder der Folge!

7. Eine Folge sei gegeben durch ihre Rekursiomsb(rekursive Darstellung)
a.,=a +t3mita =4,
Bestimmen Sie bitte die ersten funf Gliedas drei3igste Glied und die Summe
der ersten zehn Glieder der Folged 1Autet das allgemeine Glied (Bildungs-
gesetz)?

k
8. Eine Folge hat das allgemeine Gled= 384* (%) .

Bestimmen Sie bitte die ersten finf Gliedas dehnte Glied und die Summe
der ersten sechs Glieder der Folge!



9. Eine Folge sei gegeben durch ihre Rekursiomsfb(rekursive Darstellung)
a., = 2a, mit a, = 3 Bestimmen Sie bitte die ersten flnf Glieder, desente Glied
und die Summe der ersten zehn Glieder der Fdlge lautet das allgemeine Glied
(Bildungsgesetz)?

10. Finden Sie je eine Folge (Angabe des Bilduegsizes oder rekursive
Darstellung), fir die folgendes gilt:

a) geometrische, nicht monotone und bes&tedrolge
b) konvergente, monotone und beschréanktger~ol

c) alternierende Nullfolge, keine geometissé&olge

d) Folge mit zwei Haufungspunkten.

11. Geben Sie an, ob die folgenden Aussagen faldehwahr sind:

a) Jede konstante Folge ist sowohl einbrastische als auch eine
geometrische Folge.

b) Jede rekursive Folge ist auch eine aetisohe Folge.

c¢) Eine Folge kann 0, 1, 2, 3 oder mehr Hagépunkte haben.

d) Hat eine Folge einen Haufungspunkt, sdieser auch ihr Grenzwert.

e) Hat eine Folge einen Grenzwert, so sse&l auch ihr Haufungspunkt.

f) Der Grenzwert einer geometrischen Folgeteert immer.

g) Jede geometrische Folge ist monoton.

h) Jede arithmetische Folge ist monoton.
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Anmerkungen zur Finanzmathematik

« Ubersicht iiber die verwendete Notation

K, : Anfangswert, Startwert, Barwert
K, Zeitwert, Endwert
n: Verzinsungsdauer (zumeist in Jahren)
p: Zinsfufld
q= 1+L X Aufzinsungsfaktor
10C
1 = ! : Abzinsungsfaktor
q 1, P
10C
k: laufende Einzahlungk >0),
laufende Auszahlun({g < 0)
m: Anzahl der Perioden innerhalb einer
Periode



Wird ein Kapital Gber mehrere Zinsperioden (Jalmeweg angelegt und werden dabei die
jeweils am Jahresende félligen Zinsen angesammadiltsomit in den nachfolgenden Jahren
mitverzinst, entstehen Zinseszinsen.

Standardfall der Zinseszinsrechnuna:

Grundlegende Annahmen:
Zinsen werden jahrlich berechnet.
Zinsen werden dem Kapital am Ende der Zinspermggschlagen.
Verzinsungsdauer ist ein ganzzahliges Vielfadee<Zinsperioden

Barwert:

Der Barwert eines Kapitals ist der Wert, den dagpital K, haben muss, um bei Anlage
mit Zinseszins nach Perioden den Betralg,, zu erreichen.

Es ist vielfach Ublich, die Zinszahlungen nichtrjéh, sondern in kirzeren, gleichlangen
Zeit-abschnitten (halbjahrlich, vierteljahrlich, madlich usw.) zu vereinbaren.

Unterjahrige Verzinsung:

Werden fir ein Jahm Zinsperioden vereinbart, dann entsprechen einezivaingsdauer
von n Jahrenm n Zinsperioden.

Bei nominellem Zinsfuld vomp ist der unterjahrige Zinsfulg.
m

Der bei unterjahriger Verzinsung mit dem Zinsfe‘?ﬂauftretende (Kapital-)Endwert ist
m

grof3er als der bei jahrlicher Verzinsung entstebdfadwert. Die Begriindung liegt darin,
dass bei unterjghriger Verzinsung die Zinsen wiedsaritverzinst werden
(Zinseszinseffekt). Auf ein Jahr bezogen, ergibthsidamit auch ein hoherer
Effektivzinssatz als der nominal ausgewiesene.

10



. Effektivzins:

Der effektive Jahreszing,, ist derjenige Zinssatz, der bei jahrlicher Veramg

denselben Zinsbetrag ergibt wie diemalige Verzinsung zum Zinsfug.
m

Der effektive Jahreszins ist deshalb immer auflaimr bezogen.

V m
Als Effektivzins ergibt sich: p,, =1000]| 1 + ﬁ) -

Setzt man den bei der unterjdhrigen Verzinsunghredmenen Prozess immer weiter fort, d.
h. vereinbart man fur ein Jahr immer mehr Zinsmpm so gelangt man schlie3lich zur
stetigen Verzinsung Es fragt sich, ob man durch eine beliebige Erhghder Anzahl der
Zinsperioden - bei entsprechender Verkleinerungiesful3es - den (Kapital-)Endwert tber
alle Grenzen steigern kann.

. Stetige Verzinsung:

Es gilt: lim =0
m- o m

Betrachtet man nun den Grenzwert des Endwertes:

m*n
K. = lim K0(1+ & J
m-o m*10

- P \m)
=lim K (1+ )
M- oo ol { m*lOO?

- P \m)
{2 )
Omw( m*lOO?

und da gilt: Iim(1+§j =14
n

n- oo

n*p

ergibt sich fiK, = K, * e1,

Das heif3t: Der Endwert wéachst nicht Uiber alle Geanz

11



+ Rente:

Unter einer Rente versteht man eine Folge vonviestinbarten Zahlungen in Hohe von
k, die zu bestimmten Zeitpunkten (i. d. R. am Anfadgr am Ende eines Jahres, Monats
etc.) geleistet werden. Unterschieden werden dehschissige und die vorschissige
Zahlungsweise.

Nachschissige Rente:Die Zahlungen erfolgen am Ende einer Zinsperiodes d
nachschissige Rente ist nicht zinsrelevant:
(1) Einzahlungenwerden nicht verzinst. (Haben Sie eine inhaltliEnklarung?)
(2) Auszahlungenfuhren nicht zu einer Reduktion der Zinsertrag¢alklen Sie
daflr eine Erklarung?)

(3) Formelinstrumentarium

K, —kaq—_ll
_ q-
K. =
k: Kn _KO mn
q"-1
g-1
Kn+—k
In qi:l
Ko+ =3
n= g
In q

Eine allgemeine Auflésung nach p bzw. g ist niclagticth.

12



vorschissige Rente:Die Zahlungen erfolgen am Beginn einer Zinsperiodie
vorschissige Rente ist zinsrelevant:
(1) Einzahlungenwerden verzinst. (Haben Sie eine inhaltliche Erkig?)
(2) Auszahlungen fihren zu einer Reduktion der Zinsertrage. (HaBen eine
inhaltliche Erklarung?)

(3) Formelinstrumentarium

K, =K, " +kmed =
q_

Ko =

n

q

k:Kn_Kolj:]n

e
q-1

K +—km
n q_l
KO+—km|
q-1

In g

In

Eine allgemeine Auflésung nach p bzw. g ist niclagtich.

13



Ein praktisch sehr relevanter Fall ist der, dasst&eahlungen monatlich, vierteljahrlich oder
halbjahrlich erfolgen, aber eine jahrliche Verzimgwzugrunde gelegt wird. Hier fallen also
Einzahlungs- bzw. Auszahlungsperiode auf der elBeite und Zinsperiode auf der anderen
Seite auseinander. Hier ist es zweckmalfiig, mie unterjihrigen — vorschissigen bzw.
nachschiissigen — Rentenzahlungen in Hohe kauf einen entsprechenden (konformen)
einmaligen nachschissig einzuzahlenden (!) Reeteadp k zurtckzufihren. Diese
nachschiussige Zahlungsweise wirdnabhéangig von der tatsachlich vorliegenden
Zahlungsmodalitat (vorschussig bzw. nachschissigaglt. Diese nachschussige
Betrachtungsweise erhalt insbesondere dann Beaghivenn eine mehrjahrige Betrachtung
vorliegt.

Bei nachschissiger Zahlungsweise ergibt sich:

knach = k* [ﬁm"' m_lgij

2 100

Bei vorschussiger Zahlungsweise ergibt sich:

kvor:k* m+m+1 3—p
2 100

Nochmals:

Es ist zu beachten, dass unabhangig davon, obntkgjdahrigen Zahlungen vorschtissig oder
nachschissig erfolgen, die Betragg,, bzw k, immer erst am Jahresende anfallen, so

dass bei ihrer Verwendung stets die Formeln féimadichschissige Zahlungsweise anzusetzen
sind, wenn eine mehrjahrige Betrachtung vorliegt.

Falls nun das Kapital naam Jahren zu berechnen ist, muss stets die FormdefiEndwert
einer nachschissigen Rente verwendet werden. Raireg\nfangskapital gibt, sei die Formel
gleich verkirzt angegeben:

K =k 1
g-1

14



Musteraufgabe...

a) Eine vorschissige alle 3 Monate erfolgende Renteadpe€ 5.555;. Die jahrliche
Verzinsung ist mit 5,5% p. a. festgesetzt. Die Bedauer ist 25 Jahre. Uber welchen
Betrag konnen Sie nach Ablauf der 25 Jahre verfeigen

b) Welcher Betrag ergibt sich bei nachschissiger Reatdung und sonst gleichen
Bedingungen?

Losung a)

K =k [ﬁm+ m+1glj
2 100

k., =55550 4+ 1522 = 5598381
2 100

Hochrechnung auf 25 Jahre...
K =k 1
g-1

55° -1
K, = 2298381 = 117568136
1055

Schlusssatz...

15



Lésung b)

Kor =K Eﬁm+ m_lalj
2 100

k. =5555M4+2-15>2 | = 2067829
2 100

Hochrechnung auf 25 Jahre...
n
-1
K, =kl =
g-1

55° -1
K, = 2267829 = 116005322
1055

Schlusssatz...

Eine weitere oftmals vorkommende Fragestellung d& nach dem durchschnittlichen
Zinsful3:

Der Durchschnittszinssatz wird mit Hilfe des geamsehen Mittels bestimmt. Gegeben sei
ein Zeitraum vonn Jahren. In den erstem Jahren gelte ein Zinssatz vgn und damit ein

Aufzinsungsfaktor vorg, . In den folgendem, Jahren gelte ein Zinssatz vgn und damit
ein Aufzinsungsfaktor vorg,. In den folgendem, Jahren gelte ein Zinssatz vagm, und
damit ein Aufzinsungsfaktor von,. In den folgendem, Jahren gelte ein Zinssatz vqm)

und damit ein Aufzinsungsfaktor vam,. Es gelte alson=n, +n, +n, +n,.

Der Durchschnittszinssatz bestimmt sich dann wigtfomit g, als durchschnittlicher
Aufzinsungsfaktor undp, als durchschnittlicher Zinssatz.

— Mx M % M % AN
dy =Y/a * a3 * g3 * g

Ps = (qd _1)*100

16



Beispiel:

Ein in seiner HOhe nicht naher spezifiziertes KapMerde im ersten Jahr mit 5%, im zweiten
bis flnften Jahr mit jeweils 7%, im sechsten bisrzen Jahr mit jeweils 10% und im elften
bis finfzehnten Jahr mit 12% verzinst. Bestimmendg&in durchschnittlichen Zinssatz fir den
angegebenen Zeitraum!

P, =5 q, = 105 n =1

p, =7 g, = 107 n,=4
p;,=10 ;=110 n,=5
p4:12 q4:1.12 n4:5

Und damit ergibt sich:

q, =¥105" *107* *11° *112° =10951

p, = (1,0951-1)*100= 951

Der Durchschnittszinssatz betragt also 9,51%.
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« Mehrperiodische (dynamische) Investitionsrechnung

Die Investitionsrechnung stellt Modelle, Methoderdwerfahren zur Beurteilung der Wirt-
schaftlichkeit von Investitionen bereit. Durch Vieigh der in den Jahren seiner Nutzung
verursachten Kosten, Aufwendungen und Ertragefassigestellt werden,

« erstens ob sich die Investition in dieses Gut ligogpt lohnt, d. h. ob der Fall der Nicht-
Investition in dieses Gut fur das Unternehmen ngihtstiger wére

« und zweitens, falls mehrere Investitionsmoglichkkeibestehen, welches der lohnenden
Investitionsobjekte fur das Unternehmen das gusistiigt.

Die traditionellen Verfahren der Investitionsrechguwerden differenziert in statische und
dynamische (finanzmathematische) Verfahren. Diéissteen Verfahren (Kostenvergleichs-

rechnung, Gewinnvergleichsrechnung, Rentabilitélsreang und Amortisations(vergleichs)-

rechnung) bertcksichtigen den zeitlichen Faktorweder Uberhaupt nicht oder nur

unvollkommen. Die statischen Verfahren bezieheh giader Regel nur auf eine (idealisierte)
Periode. Bei den statischen Verfahren sind alse ddihre als gleich betrachtet. Auf die
statischen Verfahren soll im Weiteren nicht eingega werden, nichtsdestotrotz werden sie
im Unterricht ausfuhrlich behandelt und sind hodtigtisurrelevant.

Den dynamischen, finanzmathematischen Methoden gemeinsam, dass sie die
Vorteilhaftigkeit einer Investition fur die gesamtesbensdauer des Investitionsobjektes
untersuchen. Grundlage bilden der Zufluss bzw. Aefluss von Zahlungsmitteln. Die

Auszahlungen setzen sich zusammen aus den Anscbsffuszahlungen fir das
Investitionsobjekt und die laufenden fixen Auszalgien fur die Aufrechterhaltung der

Betriebsbereitschaft und proportionalen Auszahlandér den Einsatz von Material,

Arbeitsleistungen u. a.. Die Einzahlungen stamnmmeerster Linie aus dem Absatz der mit
dem Investitionsobjekt produzierten Leistungen.

Nachfolgend sollen
» die Kapitalwertmethode
» die Methode der internen Zinsfiil3e
* die Annuitatenmethode

vorgestellt werden. (Die Darstellung orientiert hsian: HeTTICH / JUTTLER / LUDERER

Mathematik fir Wirtschaftswissenschaftler und Faraathematik, 3. tUberarb. u. erw. Aufl.,
Minchen, Wien 1996, S. 81 ff.)

18



. Kapitalwertmethode

Die Kapitalwertmethode ist ein mehrperiodischesfataen der Investitionsrechnung, das auf
dem Prinzip der Barwertrechnung basiert. Alle rmee Investition verbundenen zukunftigen
Einnahmen und Ausgaben werden einander gegentbaligesd, da sie zu unterschiedlichen
Zeiten anfallen, mittels eines vorher festgelegté&alkulationszinsfulles auf den
gegenwartigen Zeitpunkt (d. h. Zeitpunkt. Null) ebmst. Wie bei der
Entscheidungsrechnung ist der Grund wieder die [migharmachung der zu
unterschiedlichen Zeitpunkten anfallenden Zahlungen

In der Regel entstehen Ausgaben ab dem ZeitpunEinbahmen hingegen erst in spéateren
Perioden.

Ubersicht iiber die verwendete Notation:

E, ; erwartete Einnahmen zum Zeitpukt k=0,1,2,...,n

A : erwartete Ausgaben zum Zeitpukkt k =0,1,2,...,n

C, ; erwartete Einnahmeniberschisse zum Zeitpknkk =0,1,2,...,n

Ke Kapitalwert der Einnahmen, d. h. Summe der Baenaller Einnahmen
Ky, : Kapitalwert der Ausgaben, d. h. Summe der Bawalter Ausgaben

C : Kapitalwert der Investition, d. h. KapitalwegtrdEinnahmeduberschusse,

d. h. Summe der Barwerte der Einnahmeiiberschiisse

p : Kalkulationszinsful3

Abzinsungsfaktor

Ne R

19



Mit diesen Beziehungen gilt fir den Kapitalwertegitnvestition:

n 1 1 C
C=> GO => "=
k=0 qa k=00
1 1 1
C+C=-+C,O05+. . +C 0=
q q q
C +£+£+ e
qa g q

Ist C>0, ist die Investition vorteilhafter als eine Anlagam Kalkulationszinsful¥p, die
Investition lohnt. IstC =0, erbringt die Investition eine Verzinsung in Holan p und ist
finanzmathematisch  betrachtet genauso gut wie didterativanlage zum
Kalkulationszinssat®. Ist C <0, ist die Anlage zum Kalkulationszinssaizgiinstiger als die
Investition, die Investition lohnt also nicht. Sésh mehrere Investitionsalternativen zur
Disposition, so wird dasjenige Investitionsobjektsgewéhlt, welches den hochsten
Kapitalwert besitzt vorausgesetzt sein Kapitalwarhicht kleiner als Null.

« Methode der internen ZinsfiilRe

Anders als die Kapitalwertmethode geht die Methdde internen Zinsfif3e nicht von einer
gegebenen Mindestverzinsung in Form des Kalkulagmsful3es. Die Methode der internen
ZinsfulRe fragt vielmehr danach, bei welchem Kalkafeszinsful? der Kapitalwert des
Investitionsgutes gerade zu Null wird, beim deno @& Summe der Barwerte der Einnahmen
und Ausgeben gleich grol3 sind, d. h. beim dem dienBe der Barwerte der
Einnahmeuberschisse gerade Null ist (interne Ziisju

Ozki(Ekq_kAk)=(EO_AO)+(El_Ai)+(E2_2A2)+m+(En_nAh)

q q q

Mathematisch gesehen entsteht also das ProbleMudistellenbestimmung einer Gleichung

n—ter Grades. Sofern, was der Regelfall sein dumte,2 ist, d. h. das Investitionsobjekt

mehr als zwei Perioden genutzt wird, ist die Benecly des internen Zinsful3es i. d. R. nur
naherungsweise maoglich.

20



Dieser interne Zinsfuld liefert allein aber kein t€rium fir die Vorteilhaftigkeit eines
Investitionsobjektes, vielmehr muss ein (marktii®ilg Kalkulationszinsfuld p als
Vergleichs-mal3stab herangezogen wird, welcher devigschte Mindestverzinsung
widerspiegelt. Der Vergleich kann ergeben, dass

« i>p,d. h.derinterne Zinsful ist grol3er als die gesetite Mindestverzinsung,
mithin ist das Investitionsekij vorteilhaft;

« i=p,d. h.derinterne Zinsful3 und die gewiinschte Mstekerzinsung entsprechen
Einander

« i <p,d. h.derinterne Zinsful3 ist kleiner als die gaschte Mindestverzinsung,
mithin lohnt es nicht, die listi@on durchzufihren.

Stehen mehrere Investitionsalternativen zur Disjwosi so ist diejenige mit dem grof3ten
internen Zinsful3 am vorteilhaftesten. Ob die Inwest allerdings durchgefiihrt wird, héangt
davon ab, ob die gewtinschte Mindestverzinsungsiedliwird oder nicht.

« Annuitdgtenmethode

In der Annuitdtenmethode werden die durchschriigicjahrlichen Einnahmen (so genannte
Einnahmenannuitat EA) den durchschnittlichen jghdn Ausgaben (so genannte Ausgaben-
annuitat AA) gegeniber gestellt. Die mit einer tweon verbundenen zukinftigen
Einnahmen und Ausgaben werden in jahrlich gleidbblede Werte transformiert.

Dazu wird der Annuitaten- bzw. WiedergewinnungséakAF) verwendet:

Vergleichen Sie mit der Annuitatenformel bei delgiling!

Der Rechnung wird ein Kalkulationszinsful3, &hnlidar Kapitalwertmethode, zugrunde
geleqt.

Eine Investition

» ist vorteilhaft, falls: EA > AA
* entspricht einer Anlage zum Kapitalmarktzins, falBA = AA
» ist nicht vorteilhaft, falls: EA < AA
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Verwaltungs- und Wirtschafts- Akademie Potsdam e. V
Dipl.-Kfm. Thomas Rochow

Aufgaben zur Finanzmathematik

1. Herr Debeuk legte am 01.01.2020 € 80@wit einem Zinssatz von 5% p. a. an. Uber
welchen Betrag kann er Ende 2024 verfligen?

2. Herr Debeuk uberlegt, welchen Betrag er heute anlaguss, um nach 10 Jahren bei
einem Zinssatz von 6% p. a. € 2 06@usgezahlt zu bekommen?

3. Herr Debeuk bringt € 800.- zur Bank und erhalt afieezinsung von 8% p. a.. Wie lange
muss er das Geld anlegen, um mindestens € +-X0besitzen?

4. Paul hat vor sechs Jahren € 500.- zur Bank gebr&tdite hat er bei Zinseszinsen
€ 597;— auf seinem Konto. Wie hoch ist der Zinsful3 p?

5. Ein Kapital von € 1 006; ist bei 6%iger Verzinsung p. a. in einem Jahr &uf 060;-
angewachsen, d. h. es gilt ein nomineller Zinsgatz6% p. a.. Berechnen Sie jeweils den
Endwert des Kapitals und Effektivverzinsung bei

a) einer halbjahrlichen Verzinsung zu 3%
b) einer vierteljahrlichen Verzinsung zu 1,5%
c) einer monatlichen Verzinsung zu 0,5%!

6. Berechnen Sie den Endwert eines Kapitals von €0}108ach funf Jahren bei einem
nominellen Zinssatz von 4% p. a.. Gehen Sie barlRechnung davon aus, dass die
Zinsen vierteljahrlich berechnet werden und erdmtt®ie am Ende lhrer Rechnung den
effektiven Zinssatz!

7. In welcher Zeit hat sich ein Kapital von € 1 000ei einem nominellen Zinssatz von 5%
verdoppelt, wenn
a) der Fall jahrlicher Verzinsung
b) der Fall stetiger Verzinsung
vorliegt?
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8. Familie Debeuk hat sich entschlossen, eine zush&l/ersicherung abzuschlie3en. Der
Vertrag besagt, dass an jedem Quartalsende € Hi0die Versicherung gezahlt werden
miissen. Uber welchen Betrag konnte Familie Debewck mwolf Jahren verfiigen, wenn
sie die Pramie alternativ, d. h. jeweils am Quaeitle, zu einem Quartalszins von 1%
angelegt hatte?

9. Ein Maurer, der von einem Gerust gestirzt ist, gallBeginn eines jeden Jahres eine
Rente in HOhe von € 2 460 .erhalten. Welche einmalige Abfindung hat seinefiBaia
jetzt zu leisten, wenn man annimmt, dass die Rewenzigmal ausgezahlt wird und der
Zinssatz 5,5% p. a. betragt?

10.Es ist der Betrag zu bestimmen, den ein Unternehanme&nde einer jeden Zinsperiode in
einen Fond einzahlen muss, um nach Ablauf von dadinten Ausristungen im Wert von €
40 000;- ersetzen zu konnen. Der Restwert der Anlagen wanchachlassigt und der
Halbjahreszinssatz betragt 4%.

Abwandlung 1: Welcher Betrag ergibt sich bei voissiger Zahlungsweise?
Abwandlung 2: Es sind bereits € 11 55%orhanden. Welcher vorschiissige Betrag ergibt
sich nun?

11. Auf einem Sparkonto befanden sich am 31.12.2018 @0®,—. Folgende Betrage wurden
bzw. werden nachschissig eingezahlt: 2019 bis leieftich 2025 wurden bzw. werden
jeweils am Jahresende € 5 00(ingezahlt. Ab 2026 wird jahrlich eine nachschiessi
Rente ausgezahlt: 2026 bis einschlief3lich 2030 evejdweils € 7 006; entnommen.
Wie grol3 ist das Sparguthaben nach der letztennRattéung bei einem Zinssatz von
7% p. a.?

12.€ 20 000;-sind bei einem Zinssatz von 7% p. a. in vier Jalretilgen.
a) Stellen Sie einen vollstadndigen Tilgungsplan uZiggrundelegung konstanter
Tilgungsbetrage auf.
b) Stellen Sie einen vollstandigen Tilgungsplan uziegrundelegung konstanter
Annuitaten auf.
c) Beurteilen und vergleichen Sie beide Vorgehensweise

13.Ein Kredit in H6he von € 50 000, (am Jahresbeginn) soll durch jahrliche Zahlungen
jeweils am Jahresende Uber 30 Jahre getilgt weldenZinssatz betragt 9% p. a.. Von
den 30 Zahlungen erfolgen die ersten 29 Zahlungétbhe von A, die dreil3igste Zahlung
soll jedoch nur halb so hoch sein. Bestimmen SieWlert von A.
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14.Eine Anleihe, die nach zehn Jahren zu einem Kurs M@0% zurlckgezahlt wird, wird
mit einem Nominalzins von 5% p. a. emittiert. WelctEmissionskurs wird sich bei
einem allgemeinen Zinsniveau von 6% einstellen®eteiSie, dass beide Anlageformen
zum selben Ergebnis fihren, wenn Sie
a) € 926,40
b) € 1 006+
fur zehn Jahre anlegen konnen!

15.Ferdinand Mdiller ist von seiner Firmenleitung mitgk worden, dass seine Firma zum
31.12. ihren Betrieb einstellen muss. Der vom Bésrat ausgehandelte Sozialplan sieht
fur Herrn Muller, der zurzeit € 60 000, jahrlich verdient, folgende drei Moglichkeiten
vor:

a) bis zu seinem Renteneintritt in zwdlf Jahren j@hrizu Beginn eines jeden
Jahres € 30 006,

b) zehn Jahre lang am Ende eines jeden Jahres € 35 000

c) funf Jahre lang zu Beginn eines jeden Jahres ©8p-Qnd zu Beginn des
sechsten Jahres eine einmalige Abfindung in HOIme€vb70 000;-

Welcher Vorschlag ist fur Herrn Miller der gunstegswvenn ein marktiblicher Zins von
5% p.a. unterstellt wird?
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16.Ein Golfclub moéchte ein neues Vereinshaus bauendessen Finanzierung sich die
Clubmitglieder beteiligen sollen. Der Vereinsvorsta schlagt deshalb folgende
Finanzierungsmodelle vor:

Vorschlag 1:
die Mitglieder zahlen elf Jahre lang, jeweils amfakig eines Jahres, € 1 86(&n den
Verein

Vorschlag 2:
die Mitglieder zahlen vierzehn Jahre lang, jewails Ende eines Jahres, € 1 658n den
Verein.

a) Welche Alternative ist fur die Clubmitglieder gligstr, wenn ein Zinssatz
von 6,5% p. a. unterstellt wird und man annimmgsddie Clubmitglieder
maoglichst wenig an ihren Verein zahlen méchten?

b) Welchen Betrag mussten die Clubmitglieder jahrlzdhlen, damit die
schlechtere Alternative genauso gut ware wie digsére (bei gleichem
Zinssatz)?

17.Sie mdchten eine Eigentumswohnung verkaufen uralterhzwei Angebote:
Angebot A: € 20 006; sofort, € 20 000; nach zwei Jahren und € 10 08Mach funf
Jahren
Angebot B: € 16 006, sofort, € 25 006; nach drei Jahren und € 10 G8(ach vier
Jahren.

Welches Angebot ist gunstiger, wenn der nidnlikthe Zinssatz
a) 3% p.a.
b) 5% p.a.

betragt? Erklaren Sie das erhaltene Ergebnis!
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18. (Gewinnvergleichsrechnung)

Ein Investor besitzt einen Planungszeitraum von Jattren. und steht vor der Wahl zwischen
zwei Investitionen A und B. Die Anlagen A und B k@&m das gleiche Produkt in der gleichen
Qualitat herstellen. Unterschiede bestehen lediglibinsichtlich der Produktions-
geschwindigkeit, der Anschaffungskosten und derri@atkosten. Aufgrund von Markt-
beobachtungen rechnet der Investor mit einem md&mabsatz von 100 000 Stuck je Jahr
und einem Preis von € 10,fur das Produkt. Weiter stehen dem Investor falgen
Informationen tber die Investitionen A und B zurNigung:

Investition A B
Anschaffungspreis € 500 060, € 600 000,
erwartete Nutzungsdauer 5 Jahre 4 Jahre
Produktionsmenge je Jahr 60 000 Stuck 80 000 Stiick
beschaftigungsvariable Kosten je Stiék6,— €5—
beschaftigungsfixe Kosten (ohne Ab-

schreibungen und Zinsen) € 70000, € 170 000,

Die Anlagen A und B sollen linear abgeschriebemdee und der Kalkulationszinsful3 auf
das durchschnittich gebundene Kapital betragt 10®tifen Sie mithilfe der
Gewinnvergleichsrechnung, welche der beiden Intresén fur den Investor gunstiger ist!

19. (Rentabilitatsvergleichsrechnung)

Gegeben sei der Datensatz unter der Gewinnvergleichnung aus Aufgabe 18). Prifen Sie
mithilfe der Rentabilitatsvergleichsrechnung, welcter beiden Investitionen fir den Investor
gunstiger ist!

20. (Kostenvergleichsrechnung)

Sie haben die Wahl ein Produkt fur €-6extern einzukaufen oder eine Maschine zu
erwerben, mit Anschaffungskosten von € 200 60@ariablen Kosten von €-3,pro Stiick,
einer Nutzungsdauer von funf Jahren und sonstigeen fKosten (aufer Zinsen und
Abschreibungen) von € 10 069, Sie rechnen mit einem Kalkulationszinsful3 von 1@%
welcher Produktionsmenge lohnt die Anschaffung Maschine? Warum? Stellen Sie lhre
Entscheidung auch graphisch dar!
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21. (Kapitalwertmethode)
Gegeben seien die geschatzten Einnahmen und Ausgahbes Investitionsobjektes im
Zeitablauf:

ZeitpunktK : 0 1 2 3 4 5
EinnahmenE, : 0 150000 180 000 210 000 190 000 170 000
AusgabenA, : 435000 45000 60 000 80 000 70 000 65 000

a) Berechnen Sie fur jeden Zeitpunkt die Einnahmeidbéisse!

b) Ist das Investitionsobjekt als vorteilhaft einzuszen? Gehen Sie bei Ihren Rechnungen
von einem Kalkulationszinsful3 von 8% aus. (Das felsentstammt: ETTICH/ JUTTLER/
LUDERER Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftler und Faraathematik, 3. Gberarb.
u. erw. Aufl., Minchen, Wien 1996, S. 84.)

22.(Methode der internen Zinsful3e)
Gegeben seien die geschatzten Einnahmen und Ausgabes Investitionsobjektes im
Zeitablauf:

ZeitpunktK : 0 1 2
EinnahmerE, : 0 48 000 56 000
AusgaberA : 48 200 23 000 26 000

a) Berechnen Sie fur jeden Zeitpunkt die Einnahmeidbéisse!

b) Ist das Investitionsobjekt als vorteilhaft einzuszden, wenn Sie sich einen
Kalkulationszinsful3 von 8% vorgegeben haben? (Dasdgel entstammt: EfTICH /
JUTTLER / LUDERER Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftler und Faraathematik,
3. Uberarb. u. erw. Aufl., Minchen, Wien 1996, 5)8

23. (Annuitatenmethode)

Eine Investition fiuhrt zu jahrlichen Einnahmen v€&n30 000.- und erfordert jahrliche
Ausgaben von € 10 006, Ist die Investition vorteilhaft, einmalige Ansé¢humgsausgaben in
Hohe von € 150 006;anfallen, die Nutzungsdauer zwolf Jahre betragt eind Verzinsung
von 7,5% p. a. verlangt wird? (Das Beispiel emtstd: HETTICH / JUTTLER / LUDERER
Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftler und Faraathematik, 3. Gberarb. u. erw. Aufl.,
Minchen, Wien 1996, S. 86.)
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Projektaufgaben

Aufgabe 1)Unterschiedliche Zinssatze

Ihre Bank bietet Ihnen folgenden Vertrag: lhr Gitén in H6he von € 10 0060wird im
ersten Jahr mit 3,5%, im zweiten mit 4%, im dritr@ait 5%, im vierten mit 6,5% und im
funften Jahr mit 7,5% verzinst.

a) Auf welchen Betrag ist das Kapital am Ende destéimfahres angewachsen?

b) Am Ende des vierten Jahres bendtigen Sie € 27 869/ hoch muss dann Ihr Guthaben
Ende der zweiten Periode mindestens sein?

c) Berechnen Sie den durchschnittlichen Zinsfu3!

Aufgabe 2)Vollstandige Finanzplane

Um einen alteren Manager anwerben zu kdnnen,ndteternehmen auf eine Pensionszulage
eingegangen. Der betreffende Manager wurde zuml1@D@9 eingestellt und soll ab
01.01.2023 eine Pensionszahlung von € 10-6Qfro Jahr zu Beginn des Jahres flr die
nachsten funf Jahre ausgezahlt bekommen. LegemSk®lgenden einen Zinssatz von 6%
p. a. zugrunde.

a) Welcher Betrag muss fur den vorliegenden Rentertallickgestellt werden, d. h. Ende
2022 zur Verfigung stehen?

b) Berechnen Sie die Zufihrungen zu den Pensionseltksgen pro Periode
(nachschissige und konstante Einzahlungen am éalae$

c) Stellen Sie den vollstandigen Finanzplan auf, @er gesamten Vorgang beschreibt!
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Aufgabe 3)Nochmals vollstandiger Finanzplan - unterschiedlicar Soll- und Habenzins

Sie haben einen Planungshorizont von vier Jahred werfolgen das Ziel der
Endvermdgensmaximierung, d. h. je hoher Ihr Kapésiand am Ende ist, umso besser.
Unabh&ngig davon, ob eine Investition durchgefiartl oder nicht, fallen zu den einzelnen
Zeitpunkten bestimmte Basiszahlungen an. Sofortdardhich werden Entnahmen gewiinscht,
die mit € 70;- beginnen und dann ansteigen. Die Zahlungen sailgm in den einzelnen
Jahren wie 1,0:1,2:1,3:1,5: 1,6 verhaltear Rapitalmarkt ist unvollkommen, wobei die
Zinssatze, welche fur Geldanlagen bzw. Kredite elngés den Zeitpunkten t und t+1 erwartet
werden, aus nachstehender Tabelle ergeben. Inmdrkwadit hochstens in Hohe von € 750,
gewahrt.

Zeitpunkt 0 1 2 3 4
Basiszahlungen 500 130 - 140 150 300
Investition A -1 000 650 280 200 -30
Investition B - 950 0 0 560 795
Habenzins 7% 6% 5% 5%

Sollzins 11% 10% 10% 10%

Treffen Sie lhre Entscheidung mithilfe vollstandigénanzplane! Beriicksichtigen Sie auch
die Mdglichkeit, dass Sie nicht investieren!

Aufgabe 4)Nochmals vollstandige Tilgungspléane - (Tilgungsfre Jahre)

Sie haben einen Kredit aufgenommen in Hohe von0805—, dessen Gesamtlaufzeit sechs
Jahre betragt, von denen die ersten zwei allerditggmgsfrei bleiben sollen. Der Zinssatz
betrage 6,25% p. a.

Stellen Sie vollstdndige Tilgungsplane auf:

a) fur den Fall konstanter Tilgungsbetrage
b) fur den Fall konstanter Annuitaten.
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Aufgabe 5)Ewige Rente
a) Araumt dem B ein Wegerecht auf alle Zeiten eirmiss dafiir dem A auf unbegrenzte
Zeit am Ende eines jeden Jahres € 1-6Qhlen. Wie grol3 ist der Barwert der ewigen
Rente, wenn beiden einen Zinssatz von p = 8 % pugrunde legen? Mit anderen
Worten: Wie hoch ist der Betrag, durch dessen Zaghtler B seine Zahlungsverpflichtung
sofort in voller Hohe abdecken kénnte?
b)
c) Welchen Betrag muss ein Kapital haben, wenn eine
a) am Anfang
b) am Ende
eines jeden Jahres zahlbare ewige Rente in HOheE\ii0 000;- sichergestellt werden
soll? Rechnen Sie mit einem Zinsfuld von 4,5% p. a.

Aufgabe 6)Unterjahrige Rentenzahlungen bei jahrlicher Verzinsing

a) Eine vorschissige monatliche Rente betragt € 2-00Dje jahrliche Verzinsung liegt bei
6% und die Rentendauer betragt 10 Jahre. Wie lsbcler Rentenendwert?

b) Welcher Rentenendwert ergibt sich, wenn die mataliRente nachschissig geleistet
wird?

(Beispiel (erweitert) entstammt: gfticH / JUTTLER / LUDERER Mathematik flr

Wirtschaftswissenschaftler und Finanzmathematikib@rarb. u. erw. Aufl., Minchen, Wien

1996, S. 65.)

Aufgabe 7)Gemischte Verzinsung

Am 25. Juni 2018 wurden € 1.000,-- zu einem Zinssah 2,5 % p. a. angelegt. Wie hoch ist
der Auszahlungsbetrag bei Auflosung am 12. Apr82D

Aufgabe 8)Gemischte Verzinsung
Am 24. Juli 2020 wurden € 3.000,-- zu einem Zinssan 5 % p. a. angelegt. Im Folgenden
sollen Sie den Auszahlungsbetrag bei Auflosung 8mAgdril 2035 bestimmen!

1. Wie viele Tage werden fur das Jahr 2020 beruckgitht
Geben Sie bitte die Anzahl der Tage an:

2. Wie viele Tage werden fur das Jahr 2035 berickgicht
Geben Sie bitte die Anzahl der Tage an:

3. Der Auszahlungsbetrag betraBitte wahlen Sie eine Antwort, kennzeichnen Sie am
besten durch ein kleines x oder ein grof3es X.

Der Auszahlungsbetrag lautet: € 6.158,67.

Der Auszahlungsbetrag lautet: € 6.160,36.

Der Auszahlungsbetrag lautet: € 6.159,52

Keiner der angegeben Werte stimmt (Rundungsdifferenbis zu € 0,10 sind
unerheblich.).

o O oo

30
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Zusatzaufgaben Finanzmathematik

Aufgabe 1
Abwandlung zu Aufgabe 8
Welcher Betrag ergibt sich, wenn die Zahlungenalaissig erfolgen?

Aufgabe 2

Abwandlungen 1 zu Aufgabe 11

Abwandlung 1: Alle Zahlungen erfolgen vorschussig

Abwandlung 2:Einzahlungen erfolgen vorschussig,
Auszahlungen erfolgenhsahlissig

Abwandlung 3:Einzahlungen erfolgen nachschitissig (7 Jahre),
danach 6 Jahre ohneutaieén (reine Verzinsung),
Auszahlungen erfolgensetriissig (5 Jahre)

Aufgabe 3

Abwandlungen 2 zu Aufgabe 11
Abwandlung 1: Zinssatz 9% p. a.
Abwandlung 2: Zinssatz 5% p. a.
Abwandlung 3: Zinssatz 3% p. a.
Abwandlung 4: Zinssatz 1% p. a.

Aufgabe 4
Auf einem Konto befanden sich am 31. Dezember 264éh der Zinszahlung € 30 0060,

a) Der Kontoinhaber zahlt von 2019 funf Jahre langEmde eines jeden Jahres € 5 000,
auf sein Konto ein. Danach entnimmt er seinem Kdiitd Jahre lang am Ende eines
jeden Jahres € 5000; Uber welchen Betrag kann er nach Ablauf der z&ahre
verfugen? Gehen Sie bei Ihren Rechnungen von eimarktiblichen Zinssatz von
5% p. a. aus!

b) Welcher Betrag ergibt sich- unter sonst gleichen Bedingungen wenn zuerst die

Auszahlungen und dann die Einzahlungen jeweils agirh eines Jahres vorgenommen
werden?
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Aufgabe 5

Tilgung zu konstanten Annuitaten
Kreditbetrag: € 10.000.000,--
Laufzeit: 40 Jahre

Zinsful3: 11% p. a.

1. Berechnen Sie den Tilgungsbetrag des 32. Jalygs
2. Berechnen Sie den Zinsbetrag des 20. Jahygs
3. Restschuld nach 35 Jahr&n. ! Geben Sie mindestens zwei Losungswege an!

Aufgabe 6

Ein Kapital in H6he von € 10.000,-- werde im ersiahr mit 5%, im zweiten bis funften Jahr
mit 7,75%, im sechsten bis zehnten Jahr mit 10%imnelften bis 17. Jahr mit 12% verzinst.
1. Berechnen Si&,,!

2. Berechnen Sie den durchschnittlichen Zinsful fir deitraum unter 1.!

3. Ende des 15. Jahres bendtigen Sie € 80.000.--nddk muss dann lhr Kapital Ende des
vierten Jahres mindestens sein?

4. Berechnen Sie den durchschnittlichen Zinsful? fir deitraum unter 3.!

Aufgabe 7

1. Eine vorschissige quartalsweise Rente betragt@2-0 Die jahrliche Verzinsung liegt
bei 4% und die Rentendauer betragt 8 Jahre. Wik isbder Rentenendwert?

2. Welcher Rentenendwert ergibt sich, wenn die Reatbjdhrlich, nachschissig in H6he
von € 1.050,-- (bei gleicher Dauer und gleichensHif}) geleistet wird?

Aufgabe 8
Welches Angebot ist bei 7% Zinseszins das hochste:

Angebot 1:sofort einmalig € 10.006,

Angebot 2: zu Ende des vierten Jahres einmalig € 13600,

Angebot 3:acht Jahre lang nachschussig € 1700,

Angebot 4:eine ewige nachschiissige Rente i. H. v. €685,

Angebot 5:eine ewige Rente, die am Ende des ersten Jahr€s495,—
beginnt und dann um 2% p. a.eg&2

32



Verwaltungs- und Wirtschafts- Akademie Potsdam e. V
Dipl.-Kfm. Thomas Rochow

Zusammenfassende Aufgaben — Mathematik

Aufgabe 1

Ein in seiner H6he nicht ndher spezifiziertes Kalpiterde im ersten und zweiten Jahr mit
5%, im dritten bis sechsten Jahr mit jeweils 8%sgsiabenten bis neunten Jahr mit jeweils 9%
und im zehnten bis fiinfzehnten Jahr mit 12% vetzBsstimmen Sie den durchschnittlichen
Zinssatz fur den angegebenen Zeitraum (15 Jahre)!

Aufgabe 2

Sie mdchten in sechs Jahren eine Weltreise im Wert€ 50 006;- unternehmen.

a) Welchen Betrag mussen Sie jahrlich zurtcklegen,,®® die Einzahlungen am Ende
jeden Jahres vornehmen?

b) Welcher vorschissige Betrag ergibt sich, wenn bareits € 25.000;- auf lhrem Konto
befinden?

Legen Sie Ihren Berechnungen einen Zinssatz vop.6%zugrunde

Aufgabe 3

a) Eine vorschussige alle 2 Monate erfolgende Renteddie€ 2.000;. Die jahrliche
Verzinsung ist mit 6,5% p. a. festgesetzt. Die Bedauer ist 10 Jahre. Uber welchen
Betrag konnen Sie nach Ablauf der 10 Jahre verfeigen

b) Welcher Betrag ergibt sich bei nachschissiger Reatdung und sonst gleichen
Bedingungen?

Aufgabe 4

1. Ein Selbststandiger will sich zum 01.01.2023 mit &0 00G;, die zu 8,5% p. a.
Zinseszins angelegt sind, zur Ruhe setzen. Weltdiehgleibende nachschissige Rate
kann er anschliel3end jahrlich davon 25 Jahre lahglzen (wenn das Konto nach Ablauf
der 25 Jahre vollkommen gerdumt sein soll)?

2. Ein Selbststandiger will sich zum 01.01.2023 mit &0 000;, die zu 8,5% p. a.
Zinseszins angelegt sind, zur Ruhe setzen. UbaherlBetrag verfugt der Selbststandige
am 01.01.2019, wenn er ab 2009 jahrlich nachsah&s$D0 006;- abgehoben hat?

Aufgabe 5

a) Auf welchen Betrag ist ein Kapital in HOhe von ©@);— angewachsen, wenn im ersten
Jahr 4,5%, im zweiten bis funften Jahr 6%, im serhdis achten Jahr 10% und im
neunten bis zwolften Jahr 12% jahrliche Zinsen detwaerden?

b) Welchen Betrag muss ein Kapital Ende des drittéme3amindestens haben, wenn unter
oben gegebenen Bedingungen Ende des neunten §6300;,- bendtigt werden?
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Aufgabe 6

1. Paul bringt heute € 10.006; zu 3,5% p. a. zur Bank. Wie grol} ist sein Kapitath 8
Jahren?

2. Wie lange dauert es, bis sich € 8.888, bei einem Zinssatz von 3,25% p. a.
vervierfachen?

3. Carl leint sich € 2.500;— und soll nach funf Jahren unter Berucksichtiguran v
Zinseszinsen € 3.500,zurtickzahlen. Wie hoch ist der Zinsful3?

Aufgabe 7
Sie haben einen Kredit in Hohe von € 2.250 608yfgenommen. Der Kredit ist in 25 Jahren
bei einem Zinssatz von 11% p. a. unter Zugrundelgduonstanter Annuitaten zu tilgen!

1. Berechnen Sie den Wert der konstanten Annuitat!
2. Welchen Tilgungsbetrag leisten Sie im 18. Jahr?
3. Welchen Zinsbetrag leisten Sie im 15. Jahr?

Aufgabe 8
Sie einen Kredit in Hohe von € 500 060aufgenommen. Der Kredit ist in vier Jahren bei
einem Zinssatz von 6,5% p. a. zu tilgen!

1. Stellen Sie einen vollstandigen Tilgungsplan, aafis dem fur jedes Jahdie
Tilgungszahlung, die Zinszahlung, die Restschuld uhdie Annuitat hervorgehen.

2. Was ist unter Annuitat! zu verstehen? Formutie3e bitte einen vollstandigen Satz!

3. Nennen Sie einen moglichen Vor- und einen mbghc Nachteil der Tilgung zu
konstanten Tilgungsbetradgen sowie der Tilgung zwstanten Annuitaten!

Bearbeiten Sie die Aufgabenstellung fuir die Tilgaagkonstanten Tilgungsbetragen!

Bearbeiten Sie die Aufgabenstellung fur die Tilgangkonstanten Annuitaten!

Bearbeiten Sie die Aufgabenstellung als endfalllgadehen!

Aufgabe 9

Teil 1

1. Eine nachschussige alle 4 Monate erfolgende Reetedi € 7 506. Die jahrliche
Verzinsung ist mit 3,75% p. a. festgesetzt. Die tRedauer ist 25 Jahre. Uber welchen
Betrag kdnnen Sie nach Ablauf der 25 Jahre verfeigen

2. Welcher Betrag ergibt sich bei gleicher Laufzeitdugleichem Zinsful3, wenn die
Zahlungen in H6he von € 7 5680vorschissig und monatlich geleistet werden?

Teil 2

1. Auf welchen Betrag ist ein Kapital in Hohe von €@);— angewachsen, wenn die Bank
zunachst 5 Jahre lang 6%, danach 4 Jahre langr@¥schliel3lich 8 Jahre lang 4%
Zinseszinsen gewahrt?

2. Welchen Betrag muss ein Kapital Ende des vierttine3amindestens haben, wenn unter
oben gegebenen Bedingungen Ende des zwdlftensJala2 0006, bendtigt werden?
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Aufgabe 10

Ein Investor hat zwischen den Anlagen A und B zuhle& und besitzt einen
Planungszeitraum von T=5 Jahren. Mit beiden Masehikann man das gleiche Produkt in
der gleichen Qualitat herstellen. Laut Auskunft tarktforschungsabteilung lasst sich das
Produkt zu einem Preis von € 20yerkaufen, die Absatzhéchstmenge liegt bei 65 8@k

je Jahr.

Investition A B
Anschaffungspreis € 1.000.0690, € 1.800.000;
erwartete Nutzungsdauer 5 Jahre 4 Jahre
Beschaftigungsvariable Kosten je Stii€kl1,75 € 8,
Beschaftigungsfixe Kosten (ohne Ab-

schreibungen und Zinsen) € 70.000,- € 120.000;-
Produktionsmenge je Jahr 50.000 Stiick 65.000 Stick

Die Anlagen A und B sollen linear abgeschriebendererund der Kalkulationszinsful? auf das
durchschnittlich gebundene Kapital betragt 15%!

Prifen Sie mithilfe der Gewinnvergleichsrechnunglolve der beiden Anlagen fir den
Investor gunstiger ist! Geben Sie zu Beginn lhreclitiungen das Entscheidungskriterium der
Gewinnvergleichsrechnung an!

Aufgabe 11
Gegeben seien die Zahlungsreihen von zwei Invesét, die die Einnahmetberschiisse
wiedergeben:

Zeitpunkt 0 1 2 3 4
Investition A -150 60 60 40 30
Investition B -100 20 30 30 50

1) Wie lautet das Entscheidungskriterium der Kdpeatmethode!

2) Beurteilen Sie mit Hilfe der Kapitalwertmethodeelche Investition vorteilhafter ist.
Legen Sie fiur die einzelnen Jahre 1 bis 4 folgafalkulationszinsfiiRe zugrunde:

Zeitpunkt 1 2 3 4

Kalkulationszinsfull}] 6% 8% 10% 11%

Aufgabe 12
Sie einen Kredit in Hohe von € 500 060aufgenommen. Der Kredit ist in sieben Jahren bei
einem Zinssatz von 6,5% p. a. zu tilgen! Sie erdtenJahre sollen tilgungsfrei sein.

1. Stellen Sie einen vollstandigen Tilgungsplan, aafis dem fur jedes Jahdie
Tilgungszahlung, die Zinszahlung, die Restschuld uhdie Annuitat hervorgehen.

2. Was ist unter Annuitat! zu verstehen? Formutie3ee bitte einen vollstandigen Satz!

3. Nennen Sie einen moglichen Vor- und einen mbghc Nachteil der Tilgung zu
konstanten Tilgungsbetragen sowie der Tilgung mstanten Annuitaten!

Bearbeiten Sie die Aufgabenstellung fuir die Tilgangkonstanten Tilgungsbetragen!

Bearbeiten Sie die Aufgabenstellung fur die Tilgangkonstanten Annuitaten!

Bearbeiten Sie die Aufgabe als endfélliges Darlehen
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Aufgabe 13

1.. Auf einem Konto befanden sich am 31. Dezember Z0&8h der Zinszahlung fur 2018)
€ 7.000;~. Der Kontoinhaber zahlt von 2019 vier Jahre lamgEamde eines jeden Jahres
€ 4.000,— auf sein Konto ein. Es folgt eineveite Phase in der er das vorhandene
Kapital drei Jahre zu Zins und Zinseszins anlegindzh entnimmt er seinem Konto funf
Jahre lang anBeginn eines jeden Jahres € 3.000Uber welchen Betrag kann er nach
Ablauf der zwolf Jahre verfigen? Gehen Sie bei nhiRechnungen von einem
marktublichen Zinssatz von 2,5% p. a. aus!

2.. Erstellen Sie fur dieersten drei Jahre der Einzahlungsphase den zugehdrigen
vollstandigen Finanzplan!

Aufgabe 14

Ein Investor hat zwischen den Anlagen A und B zuhle@ und besitzt einen
Planungszeitraum von T=8 Jahren. Mit beiden Masehikann man das gleiche Produkt in
der gleichen Qualitat herstellen. Laut Auskunft tarktforschungsabteilung lasst sich das

Produkt zu einem Preis von € +2yerkaufen, die Absatzhochstmenge liegt bei 7.500k5e
Jahr.

Investition A B
Anschaffungspreis € 180.060, € 210.000;

€ 20.000+- € 30.000;
Liquidationserlos
erwartete Nutzungsdauer 8 Jahre 6 Jahre
Beschéftigungsvariable Kosten je St{i€k3;— € 2,50
Beschaftigungsfixe Kosten (ohne Ab-
schreibungen und Zinsen) € 10.000,- € 7.000-
Produktionsmenge je Jahr 6.400 Stuck 7.000 Stuck

Die Anlagen A und B sollen linear abgeschriebendeerund der Kalkulationszinsful? auf das
durchschnittlich gebundene Kapital betragt 15%!

Prifen Sie mithilfe der Gewinnvergleichsrechnunglolve der beiden Anlagen fur den

Investor gunstiger ist! Geben Sie zu Beginn lhrectitiungen das Entscheidungskriterium der
Gewinnvergleichsrechnung an!

Aufgabe 15

Auf einem Konto befanden sich am 31. Dezember Z0&8h der Zinszahlung fir 2018)
€ 7.000;~. Der Kontoinhaber zahlt(e) von 2019 vier JahrglamAnfang eines jeden Jahres
€ 4.000,— auf sein Konto ein. Es folgt eirmveite Phasein der er das vorhandene Kapital
drei Jahre zu Zins und Zinseszins anlegt. Danathiremt er seinem Konto fiinf Jahre lang
am Ende eines jeden Jahres € 3.000Uber welchen Betrag kann er nach Ablauf der zwolf

Jahre verfligen? Gehen Sie bei Ihren Rechnungenewv@m marktiblichen Zinssatz von
2,5% p. a. aus!
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